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При исследовании римановых многообразий
важное значение имеет установление связи между
различными типами кривизны и топологией ри-
манова пространства. Одной из особых кривизн
при этом является секционная кривизна. Наибо-
лее наглядными примерами этого являются тео-
ремы Адамара — Картана, М. Громова, теорема
о сфере, теорема сравнения углов треугольника
А.Д. Александрова — В.А. Топоногова, уравне-
ния теории относительности А. Эйнштейна и ряд
других результатов. В общем случае задача иссле-
дования римановых многообразий с ограничения-
ми на секционную кривизну представляется до-
статочно сложной. Естественно поэтому рассмат-
ривать ее в классе однородных римановых про-
странств, в частности в классе групп Ли с лево-
инвариантной римановой метрикой. В данном на-
правлении хорошо известны результаты М. Бер-
же, С. Аллофа — Н. Уоллача, ряда других мате-
матиков по исследованию однородных римановых
многообразий положительной секционной кривиз-
ны. Другим естественным ограничением является
изучение секционной кривизны, а также ее опе-
ратора в классе конформно плоских римановых
метрик. Данный класс метрик допускает удобное
аналитическое представление, а спектр оператора
секционной кривизны тесно связан с секционной
кривизной. Исследован спектр оператора секци-
онной кривизны конформно плоских римановых
многообразий. Кроме того, изучен спектр опера-
тора секционной кривизны в случае конформно
полуплоских метрических групп Ли.
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An establishment of communication between
various types of curvature and topology of a
Riemannian space is important for the research
of Riemannian manifolds. The sectional curvature
is one of the special types of curvatures. Some
of the most known examples are Hadamard —
Cartan’s theorem, M. Gromov’s theorem, the sphere
theorem, the A.D. Alexandrov — V.A. Toponogov’s
theorem of comparison of a triangle corners, the
equations of A. Einstein’s theory of relativity, and
some other results. Generally, a study of Riemannian
manifolds with restrictions on the sectional curvature
is assumed to be complicated. Therefore, it would
appear reasonable to consider the study in a
class of homogeneous Riemannian spaces, and, in
particular, in a class of Lie groups with left
invariant Riemannian metrics. In this direction
there are well-known M. Berger’s, S. Alloff —
N. Wallach’s research results and research results
of some other mathematicians. Another natural
restriction is a study of the sectional curvature and
its operator in a class of conformally flat Riemannian
metrics. This class of metrics allows convenient
analytical representation, and the spectrum of the
sectional curvature operator of such metrics is
closely connected with the sectional curvature.
In this paper, the sectional curvature operator
spectrum of conformally flat Riemannian manifolds
is investigated. Besides, the spectrum of the sectional
curvature operator is investigated for the case of half
conformally flat metric Lie groups.

Key words: spectrum of the curvature operator,

(half)conformally flat metrics.
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МАТЕМАТИКА

Введение. Исследованию спектров диффе-
ренциальных операторов римановых многообра-
зий посвящены работы многих математиков [1].
В этой области интересен как сам вопрос опреде-
ления спектра дифференциального оператора для
данного риманова многообразия, так и обратная
задача о восстановлении метрики риманова мно-
гообразия по заданному спектру.

Не менее актуальной является проблема изо-
спектральности многообразий, так как существу-
ет ряд примеров изоспектральных, но неизомет-
ричных многообразий, а также известны приме-
ры многообразий, для которых понятия изоспек-
тральности и изометричности совпадают (см., на-
пример: [1–4]).

В классической постановке задачи изоспек-
тральной геометрии ставятся для оператора Ла-
пласа [1]. Вместе с тем существуют и другие диф-
ференциальные операторы, характеризующие ри-
маново многообразие в той или иной мере, спектр
которых необходимо исследовать. К таким, на-
пример, относится оператор кривизны риманова
многообразия.

В данной работе исследуется спектр операто-
ра кривизны конформно (полу)плоских римано-
вых многообразий. Для четырехмерных конформ-
но (полу)плоских групп Ли с левоинваринтной
римановой метрикой спектры оператора кривиз-
ны определены в явном виде. Установлено, какие
из 4-мерных алгебр Ли конформно (полу)плоских
групп Ли являются изоспектральными, а какие
удовлетворяют (анти)условию Торпа [5; 6].

1. Предварительные результаты.
Пусть (Mn, g) – риманово многообразие
размерности n; X , Y , Z, V – векторные поля на
Mn. Обозначим через ∇ связность Леви — Чи-
вита и через R(X,Y )Z = [∇Y ,∇X ]Z +∇[X,Y ]Z –
тензор кривизны Римана. Тензор Риччи r и ска-
лярную кривизну s определим соответственно
как r(X,Y ) = tr(V → R(X,V )Y ) и s = tr(r).
Разделим тензор кривизны R на метрический
тензор g в смысле произведения Кулкарни —
Номидзу [7, с. 70], получим тензор Вейля W
и тензор одномерной кривизны A:

R = W +A∧©g, (1)

где

(A∧©g)(X,Y, Z, V ) = A(X,Z)g(Y, V )+

+A(Y, V )g(X,Z)−A(X,V )g(Y, Z)−
−A(Y, Z)g(X,V ),

A =
1

n− 2

(

r − sg

2(n− 1)

)

. (2)

Определение 1. Риманово многообразие
(Mn, g) называется конформно плоским, если его
тензор Вейля тривиален.

Риманова метрика g индуцирует скалярное
произведение 〈·, ·〉 в слоях пространства рассло-
ения Λ2Mn по правилу 〈X1 ∧X2, Y1 ∧ Y2〉x =
= det(gx(Xi, Yj)), x ∈ Mn.

Риманову тензору кривизны R в любой точке
x ∈ Mn можно поставить в соответствие опера-
тор кривизны, определяемый на бивекторах R :
Λ2
xM

n → Λ2
xM

n, и задаваемый равенством

〈X ∧ Y,R(T ∧ V )〉x = Rx(X,Y, T, V ), (3)

где Rx(X,Y, T, V ) = gx(R(X,Y )T, V ).
Рассмотрим ортобазис {e1, e2, . . . , en} в некото-

рой точке x ∈ Mn, в котором одновременно диа-
гонализируемы оператор Риччи и оператор одно-
мерной кривизны. Он существует, так как эти опе-
раторы самосопряжены и связаны формулой (2).
Имеет место следующая теорема.

Теорема 1. Пусть (Mn, g) — конформно плос-
кое риманово многообразие, т.е. W = 0. Рассмот-
рим ортобазис {e1, e2, . . . , en} в точке x ∈ Mn,
в котором диагонализируемы операторы Риччи
r и одномерной кривизны A. Тогда в базисе
{ei ∧ ej}i<j , диагонализируем оператор кривизны
R : Λ2Mn → Λ2Mn, причем спектр оператора R
есть {Kij}i<j , где Kij = Kσ(ei ∧ ej) — секционная
кривизна в направлении σ = ei ∧ ej .

Доказательство. Заметим, что равенство (1)
может быть записано в виде:

R(X,Y, Z, V ) =

∣

∣

∣

∣

A(X,Z) A(X,V )
g(Y, Z) g(Y, V )

∣

∣

∣

∣

+

+

∣

∣

∣

∣

g(X,Z) g(X,V )
A(Y, Z) A(Y, V )

∣

∣

∣

∣

. (4)

Для конформно плоского риманова многообра-
зия (Mn, g) фиксируем ортобазис {e1, e2, . . . , en}
в точке x ∈ Mn, в котором диагонализируемы
операторы Риччи r и одномерной кривизны A,
и рассмотрим разложение (4) в координатном ви-
де. Ввиду симметрий тензора кривизны можно
считать, что для Rijkt = R(ei, ej , ek, et) возмож-
ны два случая: i = k и i < k.

Если i = k, то либо j = t, и в фиксированном

базисе Rijij =

∣

∣

∣

∣

ai 0
0 1

∣

∣

∣

∣

+

∣

∣

∣

∣

1 0
0 aj

∣

∣

∣

∣

= ai+aj = Kij , где

ai, aj — собственные значения оператора A, либо
j < t, и в фиксированном базисе, используя (4),
имеем Rijit = 0.

Если i < k, то аналогичными рассуждениями
из (4) заключаем Ri,j,k,t = 0.

Применяя формулу (3) и найденные компонен-
ты тензора кривизны, получаем требуемое.

Рассмотрим конформную деформацию ḡ =
= e2f(x)g исходной метрики g на многообра-
зии Mn.

Теорема 2. Пусть (Mn, g) — конформно
плоское риманово многообразие, т. е. W = 0.
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Тогда для конформно деформированного рима-
нова многообразия (M̄n, ḡ) существует ортоба-
зис {ē1, ē2, . . . , ēn} ⊂ TxM̄

n такой, что в базисе
{ēi ∧ ēj}i<j , диагонализируем оператор кривизны
R̄ : Λ2M̄n → Λ2M̄n, причем спектр оператора R̄
есть {K̄ij}i<j , где K̄ij = K̄σ(ēi ∧ ēj), и справедли-
вы формулы

K̄ij = Kij − (f,ii + f,jj) + (f,i)
2+

+(f,j)
2 − f,kf

k
, e

−2fδij , (5)

где f,i; f,ij — ковариантные производные функции
конформной деформации f относительно началь-
ной метрики.

Доказательство. Действительно, так как
при конформной деформации тензор Вейля W ин-
вариантен, то W̄ = 0, а значит, существование
искомого базиса {ē1, ē2, . . . , ēn} следует из теоре-
мы 1. Далее согласно [8] имеем Āij = Aij − f,ij+
+f,if,j − (1/2)f,kf

k
, gij , где gij = e−2f ḡij = e−2fδij .

Для завершения доказательства теоремы доста-
точно заметить, что для конформно плоских мет-
рик секционная и одномерная кривизны связаны
формулами Kij = Aii +Ajj , (см., например: [8]).

Следствие. Базисы {e1, e2, . . . , en}
и {e1, e2, . . . , en} теорем 1 и 2 отличаются
друг от друга на суперпозицию конформного
и ортогонального преобразований.

Рассмотрим более подробно однородный рима-
нов случай. Тогда из теорем 1, 2 и теоремы Алек-
сеевского — Кимельфельда [9] следует теорема 3.

Теорема 3. Пусть (Mn, g) — связное конформ-
но плоское риманово многообразие, допускающее
транзитивную группу конформных преобразова-
ний. Тогда существует ортобазис {e1, e2, . . . , en} ⊂
⊂ TxM

n такой, что в базисе {ei ∧ ej}i<j , диагона-
лизируем оператор кривизны R : Λ2Mn → Λ2Mn,
причем спектр оператора кривизны R есть Kij =
= Kij(AK) − (f,ii + f,jj) + (f,i)

2 + (f,j)
2−

−f,kf
k
, e

−2fδij , где f,i; f,ij — ковариантные про-
изводные функции конформной деформации f
относительно начальной метрики одного из кон-
формно плоских многообразий списка Алексеев-
ского — Кимельфельда [9], а Kij(AK) — секци-
онная кривизна соответствующего пространства
Алексеевского — Кимельфельда.

2. Спектр оператора кривизны кон-
формно плоских 4-мерных метрических
групп Ли. Пусть далее M = G — груп-
па Ли с левоинвариантной римановой метри-
кой, {g, [·.·]} — соответствующая алгебра Ли. То-
гда существует взаимно однозначное соответствие
между множеством скалярных произведений в g

и множеством левоинвариантных римановых мет-
рик в G (см.: [7]). Будем обозначать соответствую-
щее скалярное произведение через 〈·, ·〉 и называть
пару {g, 〈·, ·〉} метрической алгеброй Ли. Кроме

того, будем предполагать, что dimG = 4 и исполь-
зовать обозначения работы [10].

Теорема 4. Пусть g — вещественная 4-мерная
алгебра Ли конформно плоской группы Ли G с ле-
воинвариантной римановой метрикой. Тогда в ба-
зисе теоремы 1 спектры оператора кривизны R
определяются таблицей 1.

Доказательство. Для каждой вещественной
4-мерной алгебры Ли группы Ли G, накладывая
условие W = 0, определим согласно [10], какие из
них являются конформно плоскими, и найдем их
структурные константы:

1) 4A1 ckij = 0 ∀i, j, k = 1, 2, 3;

2) A3,6 ⊕ A1 c12,3 = C, c21,3 = −C;

3) A3,9 ⊕ A1 c21,3 = −c31,2 = −c12,3 = A
√
1 +M2,

c12,4 = −c21,4 = AM
√
1 +M2;

4) A3,3

⊕

A1 c11,3 = c22,3 = A;

5) A
α
3,7

⊕

A1 c11,3 = c22,3 = αL, c12,3 = −c21,3 = L;

6) A
α,β
4,5 c11,4 = c22,4 = c33,4 = L, α = β = 1;

7)Aα,β
4,6 c11,4 = c22,4 = c33,4 = αL,

c23,4 = −c32,4 = L, α = β;

8) A4,12 c11,3 = c22,3 =
√
A2 +B2,

c12,4 = −c21,4 =
AD√

A2 +B2
,

c12,3 = −c21,3 =
BD√

A2 +B2
,

где A > 0, B, C > 0, D > 0, L > 0,M — структур-
ные константы; α > 0, β — определяющие пара-
метры соответствующих алгебр Ли (см. подроб-
нее: [10; 11]).

Перейдем к базису {e1, e2, e3, e4} из собствен-
ных векторов оператора Риччи. В нем, согласно
(2), диагонализируемы операторы Риччи r и од-
номерной кривизны A. Таким образом, мы нахо-
димся в условиях теоремы 1. Вычисляя секци-
онные кривизны Kij = Kσ(ei ∧ ej), определяем
тем самым компоненты спектра оператора кри-
визны вещественных 4-мерных алгебр Ли кон-
формно плоских группы Ли с левоинвариантной
римановой метрикой. Теорема доказана.

Напомним, что если операторы Ходжа и кри-
визны коммутируют, т.е. выполняется условие
R∗ = ∗R, то риманову метрику называют тор-
повой. Если же операторы Ходжа и кривизны ан-
тикоммутируют, т.е. R∗ = −∗R, то риманову мет-
рику называют антиторповой (см., например: [5]).

Замечание. На четырехмерном ориенти-
рованном римановом многообразии справедли-
вы следующие утверждения. Метрика g явля-
ется антиторповой тогда и только тогда, когда
g — конформно плоская и имеет нулевую скаляр-
ную кривизну [5]. Метрика g является торповой
тогда и только тогда, когда g — эйнштейнова [7].
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Таблица 1
Спектры оператора кривизны 4-мерных алгебр Ли конформно плоских групп Ли

с левоинвариантной римановой метрикой

№ Алгебра Ли spec(R) = {K12, K13, K14, K23, K24, K34}
1 4A1 {0, 0, 0, 0, 0, 0}
2 A3,6 ⊕ A1 {0, 0, 0, 0, 0, 0}

3 A3,9 ⊕ A1

{

A2(1+M2)
4 , A2(1+M2)

4 , 0, A
2(1+M2)

4 , 0, 0
}

, A > 0

4 A3,3 ⊕ A1 {−A2,−A2, 0,−A2, 0, 0}, A > 0

5 A
α
3,7 ⊕ A1 {−α2L2,−α2L2, 0,−α2L2, 0, 0}, α,L > 0

6 A
α,β
4,5 , α = β = 1 {−L2,−L2,−L2,−L2,−L2,−L2}, L > 0

7 A
α,α
4,6 , α,L > 0 {−α2L2,−α2L2,−α2L2,−α2L2,−α2L2,−α2L2}

8 A4,12, A > 0 {−(A2 +B2),−(A2 +B2), 0,−(A2 +B2), 0, 0}

Таблица 2
Спектры оператора кривизны 4-мерных алгебр Ли конформно полуплоских групп Ли

с левоинвариантной римановой метрикой

g spec(R)

A
β
4,9

{

− (23+
√
145)H2

8 ,− (23−
√
145)H2

8 ,−2H2,−2H2,− 3H2

4 ,− 3H2

4

}

, β = 1, H > 0

A
α
4,11

{

− (23+
√
145)α2H2

8 ,− (23−
√
145)α2H2

8 ,−2α2H2,−2α2H2,− 3α2H2

4 ,− 3α2H2

4

}

, α > 0, H > 0.

Следствие. В условиях теоремы 4 в случае
первых двух алгебр конформно плоские метрики
являются антиторповыми. В случае третьей, чет-
вертой, пятой и восьмой алгебр соответствующие
метрики не являются ни торповыми, ни антитор-
повыми, а в случаях 6 и 7 метрики являются тор-
повыми и эйнштейновыми.

Следствие. В условиях теоремы 4 изоспек-
тральными (с точностью до множителя) являют-
ся следующие алгебры Ли:

1) 4A1 и A3,6 ⊕ A1;

2) A3,9 ⊕ A1, A3,3

⊕

A1, A
α
3,7

⊕

A1 и A4,12;

3) A
α,β
4,5 и A

α,β
4,6 .

3. Спектр оператора кривизны кон-
формно полуплоских 4-мерных метриче-
ских групп Ли. Теперь рассмотрим случай, ко-
гда метрика на римановом многообразии M не яв-
ляется конформно плоской, однако в определен-
ном смысле близка к ней. Дополнительно будем
считать, что dimM = 4.

Определим оператор Ходжа ∗ как един-
ственный изоморфизм векторных расслоений ∗ :
Λ2M4 → Λ2M4, для которого 〈α, β〉 vol = α ∧ (∗β)
для любых бивекторов α, β ∈ Λ2

xM
4, x ∈ M4, где

vol — форма объема на M4. Тогда матрицу опера-
тора кривизны R в точке x ∈ M4 относительно
разложения пространства бивекторов в прямую
сумму собственных подпространств, инвариант-
ных относительно оператора Ходжа, можно пред-
ставить в блочном виде [7]:

R =

(

W+ + s
12 Id Z

Zt W− + s
12 Id

)

, (6)

где W+ и W− — матрицы автодуальной и анти-

автодуальной составляющих тензора Вейля W .
Определение 2. Риманово многообразие

(M4, g) называется конформно полуплоским, ес-
ли автодуальная или антиавтодуальная составля-
ющая его тензора Вейля тривиальна.

Пусть далее M4 = G — 4-мерная группа Ли
с левоинвариантной римановой метрикой и алгеб-
рой Ли {g, [·.·]}.

Лемма 1. Пусть G — вещественная 4-мерная
группа Ли с левоинвариантной римановой метри-
кой. Тогда G является конформно полуплоской
в том и только в том случае, если выполняется
одно из следующих условий: либо W = 0, либо
в алгебре Ли g группы G существует ортобазис,
в котором структурные константы g имеют вид:
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c11,4 = 2H , c12,3 = c22,4 = c33,4 = H > 0 либо c11,4 =
= 2Hα, c12,3 = c22,4 = c33,4 = Hα, c32,4 = −c23,4 = −H ,
H > 0, α > 0.

Доказательство. Пусть G — вещественная
4-мерная группа Ли G с левоинвариантной рима-
новой метрикой, и W+ = 0. Тогда из [10] име-
ем W = 0. Пусть теперь W− = 0. Тогда либо
W = 0, либо алгебра Ли g есть одна из алгебр:
A

β
4,9 с набором структурных констант c11,4 = 2H ,

c12,3 = c22,4 = c33,4 = H > 0, β = 1 или с на-
бором структурных констант c11,4 = c12,3 = 2H ,
c22,4 = c33,4 = H > 0, β = 1; либо A

α
4,11 с набором

структурных констант c11,4 = 2Hα, c12,3 = c22,4 =
= c33,4 = Hα, c32,4 = −c23,4 = −H , H > 0, α > 0
или с набором структурных констант c11,4 = c12,3 =
= 2Hα, c22,4 = c33,4 = Hα, c32,4 = −c23,4 = −H ,
H > 0, α > 0 (см.: [10]).

Рассмотрим алгебру Ли A
β
4,9 с набором струк-

турных констант c11,4 = 2H , c12,3 = c22,4 =
= c33,4 = H > 0, β = 1 в ортобазисе {e1, e2, e3, e4}.
Нетрудно проверить, что с помощью формул e1 =
= 1

3
√
2
e′1, e2 = ae′1 − 1

3
√
2
e′2, e3 = be′1 − 1

3
√
2
e′3, e4 =

= ce′1−be′2+ae′3+
2
3
√
2
e′4, где a, b, c, d ∈ R осуществ-

ляется переход к ортобазису {e′1, e′2, e′3, e′4}, в кото-

ром набор структурных констант алгебры Ли A
β
4,9

имеет вид c11,4 = c12,3 = 2H , c22,4 = c33,4 = H > 0,
β = 1.

Рассмотрим алгебру Ли A
α
4,11 с набором струк-

турных констант c11,4 = 2Hα, c12,3 = c22,4 = c33,4 =
= Hα,c32,4 = −c23,4 = −H , H > 0, α > 0 в орто-
базисе {e1, e2, e3, e4}. Нетрудно проверить, что с

помощью формул e1 =
3
√
4

2 e′1, e2 = (a + c)αe′1−
− 3

√
4

2 e′2, e3 = ae′1 − 3
√
4

2 e′3, e4 = be′1 − ce′2+

+ (a+c)α2+a

α
e′3 + 3

√
4e′4, где a, b, c, d ∈ R осуществ-

ляется переход к ортобазису {e′1, e′2, e′3, e′4}, в ко-
тором набор структурных констант алгебры Ли
A

β
4,9 имеет вид c11,4 = c12,3 = 2Hα, c22,4 = c33,4 = Hα,

c32,4 = −c23,4 = −H , H > 0, α > 0. Лемма доказана.

Любой ортонормированный базис
{e1, e2, e3, e4} пространства TxM определяет
ортонормированный базис

e1 ∧ e2 ± e3 ∧ e4√
2

,
e1 ∧ e3 ± e4 ∧ e2√

2
,

e1 ∧ e4 ± e2 ∧ e3√
2

(7)

пространства Λ±
x M (см., например: [7, с. 614]).

Лемма 2. Пусть g — вещественная 4-мерная
алгебра Ли группы Ли G с левоинвариантной кон-
формно полуплоской римановой метрикой, отлич-
ной от конформно плоской. Тогда в базисе (7) мат-

рица оператора кривизны имеет вид:

R =

















R11 0 0 R14 0 0
0 R22 0 0 R25 0
0 0 R33 0 0 R36

R14 0 0 R44 0 0
0 R25 0 0 R55 0
0 0 R36 0 0 R66

















,

где R11 =
K12 + 2R1234 +K34

2
, R14 =

K12 −K34

2
,

R22 =
K13 − 2R1324 +K24

2
, R25 =

K13 −K24

2
,

R33 =
K14 + 2R1423 +K23

2
, R36 =

K14 −K23

2
,

R44 = K12−2R1234+K34

2 , R55 =
K13 + 2R1324 +K24

2
,

R66 =
K14 − 2R1423 +K23

2
.

Доказательство. Пусть g — вещественная
4-мерная алгебра Ли группы Ли G с левоин-
вариантной конформно полуплоской римановой
метрикой, отличной от конформно плоской. Фик-
сируя соответствующий ортобазис леммы 1 и при-
меняя формулы (1)–(3) и (6), вычисляем ком-
поненты оператора кривизны, тензора кривизны
и секционные кривизны алгебры Ли g (см. подроб-
нее: [12–14]). В результате получаем требуемое.

Теорема 5. Пусть g — вещественная 4-мерная
алгебра Ли группы Ли G с левоинвариантной кон-
формно полуплоской римановой метрикой, отлич-
ной от конформно плоской. Тогда спектр операто-
ра кривизны R определяются таблицей 2.

Доказательство. Пусть g — вещественная
4-мерная алгебра Ли группы Ли G с левоинвари-
антной конформно полуплоской римановой мет-
рикой, отличной от конформно плоской. Исполь-
зуя матрицу оператора кривизны, полученную
в лемме 2, нетрудно заметить, что собственные
вектора и собственные значения оператора кри-
визны имеют вид:

v1 =

(

0, 0,
K14 −K23 + F1

2R1423
, 1, 0, 0

)

,

v2 =

(

0, 0,
K14 −K23 − F1

2R1423
, 1, 0, 0

)

,

v3 =

(

0,
K13 −K24 + F2

2R1324
, 0, 0, 1, 0

)

,

v4 =

(

0,
K13 −K24 − F2

2R1324
, 0, 0, 1, 0

)

,

v5 =

(

K12 −K34 + F3

2R1234
, 0, 0, 0, 0, 1

)

,

v6 =

(

K12 −K34 − F3

2R1234
, 0, 0, 0, 0, 1

)

,

λ1 =
1

2
(K14 +K23 + F1), λ2 =

1

2
(K14 +K23 − F1),

λ3 =
1

2
(K13 +K24 + F2), λ4 =

1

2
(K13 +K24 − F2),
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λ5 =
1

2
(K12 +K34 + F3), λ6 =

1

2
(K12 +K34 − F3),

где F1 =
√

(K23 −K14)2 + 4(R1423)2,

F2 =
√

(K24 −K13)2 + 4(R1324)2,

F3 =
√

(K12 −K34)2 + 4(R1234)2.
Фиксируя ортобазис леммы 1 в алгебре Ли g,

определим компоненты тензора кривизны, секци-
онные кривизны, а значит, и спектр оператора
кривизны через структурные константы алгебры
Ли. Тем самым получим требуемое.
Следствие. В условиях теоремы 5 конформно
полуплоские алгебры Ли являются изоспектраль-
ными (с точностью до множителя). Соответству-
ющие метрики не являются ни торповыми, ни ан-
титорповыми.

Заметим, что и для конформно полуплос-
ких метрик существует ортонормированный ба-
зис, в котором в матрице оператора кривизны на
главной диагонали стоят секционные кривизны.

Перейдем к базису внешних форм:

v1 = e1 ∧ e2, v2 = e1 ∧ e3, v3 = e1 ∧ e4,

v4 = e2 ∧ e3, v5 = e2 ∧ e4, v6 = e3 ∧ e4.
(8)

Предложение. Пусть g — вещественная
4-мерная алгебра Ли группы Ли G с левоин-
вариантной конформно полуплоской римановой
метрикой. Тогда существует базис {ei ∧ ej}i<j

такой, что в матрице оператора кривизны на
главной диагонали стоят секционные кривизны
Kσ(ei ∧ ej).

Доказательство. Пусть g — вещественная
4-мерная алгебра Ли группы Ли G с левоинва-
риантной римановой метрикой, и W+ = 0. Тогда
из [10] имеем W = 0, и согласно теореме 1 получа-
ем требуемое. Пусть теперь W− = 0. Тогда либо
W = 0, и согласно теореме 1 получаем требуемое,
либо мы попадаем в условия леммы 2. Переходя
от базиса (7) к базису (8) и пересчитывая компо-
ненты оператора кривизны, получаем

R =









K12 0 0 0 0 R1234

0 K13 0 0 R1324 0
0 0 K14 R1423 0 0
0 0 R1423 K23 0 0
0 R1324 0 0 K24 0

R1234 0 0 0 0 K34









,

где Kls, Rijkt — компоненты секционной кривиз-
ны и тензора кривизны в базисе (7). Доказатель-
ство завершено.
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