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В работах [1, 2] было введено понятие конформно-плоских
сплайнов, в статье [3] разработаны соответствующие численные ал-
горитмы для системы MatLab. Данная работа служит продолжени-
ем работы [4], изучаются более подробно свойства опорной функ-
ции отрезка на плоскости Лобачевского (одномерного конформно-
плоского сплайна).

Одномерным конформно-плоским сплайном называется
конформно-плоская метрика (в терминах работы [2] – опорная
функция), соответствующая элементарному выпуклому подмно-
жеству в плоскости Лобачевского – точке, отрезку прямой, прямой
или лучу. Пусть L ⊂ H2

κ – прямая на плоскости Лобачевского H2
κ

кривизны (−κ) (κ > 0). Тогда уравнение опорной функции L имеет
вид

|at2 +
√
2bt+ c| = |a(t− x1)(t− x2)| = |f(t)|, (1)

где x1, x2 – корни квадратичного полинома f(t). Если P1 ∈ H2
κ –

точка на плоскости Лобачевского, то опорная функция точки P1

будет иметь вид

g1(t) = a1t
2 +

√
2b1t+ c1 = a1(t− α1 − iβ1)(t− α1 + iβ1), (2)

где α1 ± iβ1 – комплексно сопряженные корни квадратичного по-
линома g1(t). Прямой L и точке P1 соответствуют векторы:

w = [a, b, c] = [a,−x1 + x2√
2

a, x1x2a],

w1 = [a1, b1, c1] = [a1,−
√
2α1a1, a1(α

2
1 + β2

1)]

1Работа выполнена при поддержке ФЦПК «Научные и научно-
педагогические кадры инновационной России» на 2009–2013 гг., тема
«Фундаментальные проблемы анализа и геометрии» (номер заявки в ин-
формационной компьютеризированной системе 2012-1.1-12-000-1003-014); при
финансовой поддержке РФФИ (грант №10-01-90000-Бел_а), Совета по грантам
Президента РФ для поддержки молодых ученых и ведущих научных школ РФ
(НШ-5682.2008.1), а также ФЦП «Научные и научно-педагогические кадры
инновационной России» на 2009–2013 гг. (гос. контракт №02.740.11.0457).
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псевдоевклидова пространства M3 [1]. Скалярные квадраты в M3

этих векторов равны:

⟨w,w⟩ = b2 − 2ac =
a2(x2 − x1)

2

2
=

κ

2
,

⟨w1, w1⟩ = b21 − 2a1c1 = −2a21β
2
1 = −κ

2
.

(3)

Условие P1 ∈ L в данном случае эквивалентно равенству

⟨w,w1⟩ = aa1[α1(x1 + x2)− x1x2 − α2
1 − β2

1 ] = 0. (4)

Исключая κ из (3), получим:

a2(x2 − x1)
2 = 4a21β

2
1 .

Исключая β1 из этого равенства и (4), получим:

a2

a21
= −4(α1 − x1)(α1 − x2)

(x2 − x1)2
,

как следствие, имеем:

α1 ∈ [x1, x2], a ≤ a1.

Геометрически равенства (3–4) соответствуют рисунку 1 , где пунк-
тирной линией изображен график функции |f(t)|, сплошной – две
параболы g1(t), g2(t), удовлетворяющие условиям (3–4). В модели
Пуанкаре для плоскости Лобачевского рисунку 1 будет соответ-
ствовать рисунок 2 , где параболе f(t) соответствует прямая L,
параболам g1, g2 – точки P1, P2 на прямой L, корням x1, x2 – кон-
цы x1, x2 прямой L на абсолюте. Точкам t1, t2 касания парабол f(t)
и g1(t), g2(t) на рисунке 1 соответствуют точки абсолюта t1, t2 на
рисунке 2 , аналогично точкам s1, s2 касания парабол −f(t) и g1(t),
g2(t) соответствуют точки абсолюта s1, s2. Координаты точек ti, si
легко находятся из системы уравнений

f ′(t) = g′i(t),

−f ′(s) = g′i(s)

и выражаются через характеристики этих парабол:

ti =
ax1 + ax2 − 2αia1

2(a− a1)
, si =

ax1 + ax2 + 2αia1
2(a+ a1)

.
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Рис. 1 . Параболы f(t), g1(t), g2(t)

Рис. 2 . Прямая L и точки P1, P2 на ней

Замечание. Сложное отношение четырех точек

(x1x2, tisi) =
ti − x1

ti − x2
:
si − x1

si − x2
= −1,

т.е. четверки точек [x1x2, t1s1] и [x1x2, t2s2], – ангармонические, это
соответствует тому, что прямые [tisi] ортогональны прямой L (см.
рис. 2 ).

Отрезок △ = [P1, P2] ⊂ H2
κ на плоскости Лобачевского H2

κ кри-
визны (−κ) (κ > 0) определяется указанием его концов – двух то-
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чек, им соответствуют две параболы:

g1(x) = a1x
2 +

√
2xb1 + c1,

g2(x) = a2x
2 +

√
2xb2 + c2

или два вектора w1 = [b1, a1, c1], w2 = [b2, a2, c2] псевдоевклидова
пространства M3 [1]. Пусть αi±iβi – комплексно сопряженные кор-
ни квадратичных уравнений gi(x) = 0, i = 1, 2. Вершины парабол
g1(t), g2(t) будут соответственно M1(α1, a1β

2
1), M2(α2, a2β

2
2).

Составим уравнение опорной функции прямой L, проходящей
через P1, P2. Из работы [4] следует, что

f(t) = γ((α1 − α2)(t− α1)(t− α2)− β2
1(t− α2) + β2

2(t− α1)),

корни полинома f(t) находятся из системы (4):

α1(x1 + x2)− x1x2 − α2
1 − β2

1 = 0,

α2(x1 + x2)− x1x2 − α2
2 − β2

2 = 0.

Положим

D =
(
(α1 − α2)

2 + (β1 − β2)
2
) (

(α1 − α2)
2 + (β1 + β2)

2
)
.

Тогда для корней полинома f(t) справедливо равенство

(x2 − x1)
2 =

D

(α1 − α2) 2
.

Коэффициент γ находится из равенства

γ2 =
4a21β

2
1

D
=

4a22β
2
2

D
,

где 4a21β
2
1 = 4a22β

2
2 = κ, так как параболы g1, g2 определяют точку

на плоскости Лобачевского H2
κ.

Обратно, если известен полином f(t)

f(t) = a(t− x1)(t− x2)

и координата t0 = α вершины параболы

g(t) = b(t− α− iβ)(t− α+ iβ),

то b, β однозначно находятся из уравнений:

b2 = − a2(x2 − x1)
2

4(α− x1)(α− x2)
,

β2 =
a2(x2 − x1)

2

b2
.
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Применение пакетов символьных
вычислений для исследования спектра
оператора кривизны на трехмерных

группах Ли с левоинвариантной
римановой метрикой1
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Исследованию спектров дифференциальных операторов на ри-
мановых многообразиях посвящены работы многих математиков
[1–4]. В данной статье при помощи пакетов символьных вычислений
среды Maple вычислен и исследован спектр оператора кривизны на
трехмерных группах Ли с левоинвариантной римановой метрикой.

1Работа выполнена при поддержке Совета по грантам Президента РФ для
поддержки молодых российских ученых и ведущих научных школ (грант
НШ–921.2012.1) и гранта ФЦПК (соглашение №8206, заявка №2012-1.1-12-000-
1003-014).


